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Замечание об области притяжения стационарного
решения одного сингулярно возмущённого
параболического уравнения
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получена 15 декабря 2016
Аннотация. В работе рассмотрена начально-краевая задача для одного сингулярно возму-
щённого параболического уравнения с не зависящей от малого параметра начальной функцией
в случае, когда вырожденное стационарное уравнение имеет гладкие, возможно, пересекающие-
ся корни. Ранее было доказано существование устойчивого стационарного решения этой задачи
и исследована его область притяжения — вследствие смены устойчивости стационарное решение
асимптотически приближается к некоторому негладкому (но непрерывному) составному корню
вырожденного уравнения при уменьшении параметра возмущения, а его области притяжения при-
надлежат все начальные функции, находящиеся строго по одну сторону от другого негладкого (но
непрерывного) составного корня вырожденного уравнения. В работе показано, что если начальная
функция выходит за границу указанного семейства начальных функций вблизи некоторой точки,
то исходная задача не имеет решения внутри области определения переменных задачи, т.е. эта
граница в действительности является границей области притяжения. Доказательство этого факта
основано на идеях метода нелинейной ёмкости.
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Введение
В работе [1] рассматривалась следующая начально-краевая задача для сингулярно
возмущённого параболического уравнения:
− ut + ε2uxx = f(u, x), 0 < x < 1, t > 0, (1)
ux(0, t, ε) = ux(1, t, ε) = 0, t > 0, (2)
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u(x, 0, ε) = u0(x), 0 < x < 1, (3)
где ε > 0 — малый параметр, а функция f(u, x) удовлетворяет следующему условию.
Условие 1. Существуют функции u(x) и u(x) из класса C2[0, 1] такие, что в
области D = {(u, x) : u(x) ≤ u ≤ u(x), 0 ≤ x ≤ 1} функция f(u, x) имеет вид
f(u, x) = h(u, x)[u− ϕ1(x)][u− ϕ2(x)], (4)
где h, ϕ1, ϕ2 — дважды непрерывно дифференцируемые функции, h(u, x) > 0 в D и
существует x0 ∈ (0, 1) такое, что
u(x) < ϕ2(x) < ϕ1(x) < u(x), 0 ≤ x < x0,
u(x0) < ϕ1(x0) = ϕ2(x0) < u(x0),
u(x) < ϕ1(x) < ϕ2(x) < u(x), x0 < x ≤ 1.
(5)
Соотношения (5) показывают, что корни u = ϕ1(x) и u = ϕ2(x) вырожденного
уравнения f(u, x) = 0 пересекаются в точке x0. В отношении пересечения корней
введено
Условие 2. ϕ′1(x0) < ϕ′2(x0).
Из корней ϕ1(x) и ϕ2(x) вырожденного уравнения можно образовать два состав-
ных непрерывных, но негладких в точке x0 корня:
uˇ(x) =
{
ϕ1(x), 0 ≤ x ≤ x0,
ϕ2(x), x0 ≤ x ≤ 1, uˆ(x) =
{
ϕ2(x), 0 ≤ x ≤ x0,
ϕ1(x), x0 ≤ x ≤ 1.
Из условия 1 следует, что
uˇ(x) > uˆ(x), x 6= x0, uˇ(x0) = uˆ(x0),
fu(uˇ(x), x) > 0, fu(uˆ(x), x) < 0, x 6= x0,
fu(uˇ(x0), x0) = fu(uˆ(x0), x0) = 0.
Эти неравенства позволяют назвать корень uˇ(x) устойчивым, а корень и uˆ(x) —
неустойчивым.
Из результатов работы [2] следует, что уравнение (1) c краевыми условиями (2)
имеет при достаточно малых ε стационарное решение us(x, ε) такое, что us(x0, ε) ≥
uˇ(x0) и us(x, ε) → uˇ(x) при ε → 0 равномерно по x ∈ [0, 1], т.е. пределом ста-
ционарного решения us(x, ε) является негладкий в точке x0 корень вырожденного
уравнения.
Из результатов работы [3] следует, что помимо стационарного решения us(x, ε)
уравнение (1) c краевыми условиями (2) имеет при достаточно малых ε ещё одно
стационарное решение u˜s(x, ε) такое, что u˜s(x0, ε) < uˇ(x0) и u˜s(x, ε) → uˇ(x) при
ε → 0 равномерно по x ∈ [0, 1], т.е. пределом стационарного решения u˜s(x, ε) яв-
ляется тот же самый негладкий в точке x0 корень вырожденного уравнения. Тем
самым стационарное решение не единственно в асимптотически малой окрестности
устойчивого корня вырожденного уравнения.
В работе [1] установлена асимптотическая устойчивость (по Ляпунову) стацио-
нарного решения us(x, ε) при достаточно малых ε. Ниже будет показано, что стаци-
онарное решение u˜s(x, ε) является неустойчивым в специальном смысле.
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Следующий рассмотренный в [1] вопрос касается области притяжения устой-
чивого стационарного решения us(x, ε), т.е. множества начальных функций u0(x)
таких, что решение u(x, t, ε) уравнения (1) с краевыми условиями (2) и начальным
условием (3) удовлетворяет предельному равенству
lim
t→∞
u(x, t, ε) = us(x, ε). (6)
Предполагается, что график функции u = u0(x) расположен в области определения
D функции f(u, x), а сама u0(x) является гладкой.
Условие 3. uˆ(x) < u0(x) < u(x) при 0 ≤ x ≤ 1.
В работе [1] доказана
Теорема 1. Если выполнены условия 1 – 3, то для достаточно малых ε решение
u(x, t, ε) задачи (1) – (3) существует и удовлетворяет предельному равенству (6).1
Таким образом, все начальные функции, удовлетворяющие условию 3, принад-
лежат области притяжения устойчивого стационарного решения us(x, ε). Возникает
естественный вопрос о принадлежности области притяжения функций, графики ко-
торых выходят за определённые условием 3 границы.
Границы области притяжения
Верхняя граница области притяжения стационарного решения us(x, ε) уравнения (1)
связана с областью определения D функции f(u, x) и задаётся функцией u(x). Глав-
ный вопрос — является ли функция uˆ(x) нижней границей области притяжения.
Предположим, что вместо условия 3 выполнено противоположное ему
Условие 4. u(x∗) < u0(x∗) < uˆ(x∗) в некоторой точке x∗ ∈ [0, 1].
Ограничимся рассмотрением случая, когда h не зависит от u. Тогда справедлива
Теорема 2. Если выполнены условия 1, 2 и 4, то для достаточно малых ε не
существует решения u(x, t, ε) задачи (1) – (3), график которого при всяком t > 0
лежит в области D из условия 1.
Тем самым предельное равенство (6) в условиях теоремы 2 выполняться не мо-
жет — отсюда следует, что uˆ(x) является нижней границей области притяжения.
Доказательство теоремы о несуществовании решения основано на идеях мето-
да нелинейной ёмкости, развитого в [4] для исследования отсутствия и разрушения
глобальных решений нелинейных уравнений и неравенств в частных производных.
Не ограничивая общности, можно считать, что точка x∗ отлична от 0, x0 и 1,
иначе по теореме о сохранении знака непрерывной функции найдётся другая точка,
достаточно близкая к одному из этих значений, в которой условие 4 выполняется.
1В работе [1] эта теорема имеет номер 3.
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Допустим теперь, что задача (1)-(3) имеет классическое решение u(x, t, ε) такое,
что u(x) ≤ u(x, t, ε) ≤ u(x) при всех t > 0. Обозначим a(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) и
b(x) = ϕ1(x)ϕ2(x). Тогда уравнение (1) преобразуется в тождество
− ut + ε2uxx = h(x)[u2 − a(x)u+ b(x)], (7)
где h(x) ≥ c > 0 при 0 ≤ x ≤ 1 для некоторой константы c.
Положим χ(ξ) = 315
256
(1−ξ2)4 при |ξ| ≤ 1 — это гладкая функция, причём χ(ξ) > 0
при |ξ| < 1, χ(±1) = χ′(±1) = 0 и ∫ 1−1 χdξ = 1. Положим ещё θ(τ) = 1 при 0 ≤ τ ≤ 12
и θ(τ) = (1 − (2τ − 1)2)2 при 1
2
< τ ≤ 1 — это непрерывно дифференцируемая
функция, причём θ(τ) > 0 при 0 ≤ τ < 1 и θ(1) = 0.
Далее умножим обе части тождества (7) на функцию
ψ(x, t) = δ−1χ
(
x− x∗
δ
)
θ
(
t
T
)
e−kh(x∗)t,
где δ, T и k — некоторые не зависящие от ε положительные параметры, которые мы
подберём ниже, и проинтегрируем по (x, t) ∈ [x∗−δ, x∗+δ]× [0, T ], взяв δ достаточно
малым и перебросив производные с u на ψ интегрированием по частям:
x∗+δ∫
x∗−δ
u0ψ|t=0 dx+
T∫
0
x∗+δ∫
x∗−δ
u
[
ψt + ε
2ψxx + haψ
]
dxdt =
T∫
0
x∗+δ∫
x∗−δ
[
u2 + b
]
hψ dxdt. (8)
Оценим двойной интеграл в левой части (8) при помощи неравенства Юнга с
параметром γ > 0:
αβ ≤ γ
2
α2 +
1
2γ
β2,
положив α = u, β = ψt + ε2ψxx + haψ и γ = 2hψ. Имеем
T∫
0
x∗+δ∫
x∗−δ
u
[
ψt + ε
2ψxx + haψ
]
dxdt ≤
T∫
0
x∗+δ∫
x∗−δ
u2hψ dxdt+
T∫
0
x∗+δ∫
x∗−δ
[ψt + ε
2ψxx + haψ]
2
4hψ
dxdt,
откуда с учётом (8) получаем
x∗+δ∫
x∗−δ
u0ψ|t=0 dx ≥
T∫
0
x∗+δ∫
x∗−δ
hbψ dxdt−
T∫
0
x∗+δ∫
x∗−δ
[ψt + ε
2ψxx + haψ]
2
4hψ
dxdt. (9)
В силу вида функций χ и θ вычитаемый интеграл в правой части неравенства (9)
конечен, а само неравенство имеет следующую асимптотику:
u0(x∗) ≥ 4b(x∗)− [−k + a(x∗)]
2
4k
+O(δ) +O(e−kcT/2) +O(ε2δ−2).
Отношение в правой части полученного неравенства достигает максимального
значения при k =
√
a2(x∗)− 4b(x∗), откуда после упрощения получаем
u0(x∗) ≥ uˆ(x∗) +O(δ) +O(e−kcT/2) +O(ε2δ−2). (10)
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Из условия 4 следует, что u0(x∗) < uˆ(x∗) − c∗, где c∗ = 12(uˆ(x∗) − u0(x∗)) > 0. В
то же время, наше допущение влечёт неравенство (10), из которого следует нера-
венство u0(x∗) ≥ uˆ(x∗) − c∗ при достаточно малом δ, достаточно большом T и всех
достаточно малых ε. Полученное противоречие говорит о том, что задача (1) – (3)
не имеет решения с указанным в теореме свойством. 
Замечание 1. Теорема 2 и её доказательство остаются в силе, если областью
определения функции f(u, x) является D = R × [0, 1]. В этом случае утвержде-
ние теоремы означает, что решение задачи (1) – (3) разрушается за некоторое
конечное время (при этом локальное существование решения гарантируется ре-
гулярностью исходных данных задачи).
Замечание 2. В доказательстве теоремы 2 уравнение (1) исследуется по суще-
ству лишь в δ-окрестности точки x∗, т.е. полученный результат является ло-
кальным по x и не зависит от граничных условий (2).
Замечание 3. Из теорем 1 и 2 следует: или u0(x) принадлежит области при-
тяжения устойчивого стационара us(x, ε) и тогда для решения задачи (1) – (3)
имеет место предельное равенство (6), или u0(x) выходит за нижнюю границу
области притяжения и тогда график решения не может находиться при всяком
t > 0 в области определения D функции f(u, x). Это означает, что стационар-
ное решение u˜s(x, ε) является неустойчивым по отношению к не зависящим от ε
возмущениям, представленным начальной функцией u0(x).
Заключение
Выше установлено, что найденные в [1] границы области притяжения стационарного
решения уравнения (1) с краевыми условиями (2), вообще говоря, не могут быть рас-
ширены в классе не зависящих от ε начальных функций u0(x). Этот результат оста-
ётся справедливым и в случае непересекающихся корней вырожденного уравнения.
Однако остаётся открытым вопрос о том, как будет вести себя решение начально-
краевой задачи в случае u0(x1) = uˆ(x1) для какой-нибудь точки x1 ∈ [0, 1], а также
в случае зависящей от ε начальной функции (так, например, u0(x, ε) = u˜s(x, ε)
выходит за нижнюю границу области притяжения стационара us(x, ε) в точке x0,
однако решение начально-краевой задачи u(x, t, ε) = u˜s(x, ε) ввиду стационарности
не выходит из области D).
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with an initial function independent of a perturbation parameter in the case where a degenerate station-
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